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کاربردی مثال یک

..

کالای خرید (اجبارنیست) اختیار یعنی وپایی ار خرید اختیار یک

به K توافقی قیمت با و T مشخص سررسید زمان در را مشخصی

با دارایی خود که علت این به را، اختیار نویسنده و دهد می نگهدارنده

مسائل از یکی کند. می معامله نگهدارنده با V قیمت با است، ارزشی

است. عادلانه صورت به V قیمت تعیین مالی، ریاضیات در مهم

.

وپایی ار خرید اختیار
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باشد: ذیل دینامیک دارای بحث، تحت دارایی کنید فرض
dS(t) = µS(t) dt + σS(t) dW (t)

S(t۰) = S۰

(۱)

S۰ است. بازده µ و بازار تلاطم σ و t لحظه در دارایی قیمت S(t) آن در که

t لحظه در وینر فرآیند W (t) همچنین است. شروع لحظه در دارایی قیمت

است! تصادفی دیفرانسیل معادله یک این است.

دارید؟.. dW (t) از تعبیری .چه
سؤال
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وپایی ار خرید اختیار گذاری قیمت

تعیین های روش از یکی گردیم. می باز اختیار قیمت تعیین بحث به اکنون

است: ذیل صورت به نظری، مباحث اساس بر V عادلانه قیمت

V (S(T ), T ) = EQ

(
f (S(T ))

)
,

مذکور، مثال در است. نهایی پرداخت f (S(T )) درآن که

f (S(T )) = e−rT (S(T )−K)+

را Q نظری، مباحث اساس بر است. ریسک بدون بهره نرخ r درآن که است

گوییم. خنثی ریسک اندازه
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کنیم؟.. محاسبه را S چگونه اول: سؤال

کنیم؟ محاسبه را انتظار مورد مقدار چگونه دوم: سؤال
.

سؤال

تحت دارایی بر مبتنی که مالی یاضیات ر در ها گذرای قیمت دست این از

مورد بسیار رو این از نیستند. اندک است، تصادفی انتگرال همچنین و بحث

ها مطلوب این تقریب برای محاسباتی هایی روش که است ریاضیدانان توجه

باشند. کارا و اعتماد قابل که آید فرآهم
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مالی ریاضیات های پایه :۱ شکل
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علمی محاسبات :۲ شکل
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تصادفی.. حسابان ۲

تصادفی تصادفیحسابان محاسبات
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تصادفی حسابان

Ω شود. می آغاز (Ω,F ,P) صورت به تایی سه یک یا تصادفی حسابان

را تایی سه این است. احتمال اندازه P و σ-میدان ،F ای، نمونه فضای

کنیم: می مطرح را ذیل موارد مختصر صورت به گوییم. احتمال اندازه فضای

را آن که {Ft}t≥t۰ های σ-میدان از صعودی دنباله به اندازه فضای •

احتمال فضای یک (Ω,F , {Ft}t≥t۰,P) شود. می مجهز نامیم، می فیلتر

گذاراست. اندیس مجموعه [t۰,∞] است. فیلترشده
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فیلتر است. کامل (Ω,F , {Ft}t≥t۰,P) اندازه فضای کنیم می فرض •

اندازه با پیشامدهای ی همه شامل F۰ و است پیوسته راست از {Ft}t≥t۰

است. صفر

می تعریف X : (Ω,F ,P) −→ (Rd, βd) صورت به ،X تصادفی متغیر •

X−۱(A) ∈ F ،A ∈ βd باز مجموعه هر ازای به که ویژگی این با شود

های مجموعه توسط شده تولید پذیر اندازه مجموعه βd و d ≥ ۱ است.

پذیراست. F-اندازه ،X گوییم حالت این در است. باز

است: ذیل صورت به X تصادفی متغیر توسط شده تولید σ-میدان •

σ(X) = σ
(
{X−۱(U); U ∈ βd(است باز مجموعه یک U)}

تصادفی تصادفیحسابان محاسبات
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درآن که است تصادفی متغیرهای از ای گردایه Xt تصادفی فرآیند •

است. t ∈ [t۰,∞)

Ft-اندازه تصادفی متغیر یک عنوان به ،Xt که است معنی بدین Xt ∈ Ft •

است. پذیر

وینر فرآیند ۱ . ۲

وینر فرآیند را W (t) تصادفی فرآیند ،(Ω,F , {Ft}t≥t۰,P) احتمال فضای تحت

هرگاه: گوییم

وینر فرآیند تصادفی۲ . ۱ محاسبات
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: است t− s واریانس و ۰ میانگین با نرمال توزیع دارای W (t)−W (s) •

E(W (t)−W (s)) = ۰ Var(W (t)−W (s)) = t− s.

براونی نموهای ،t۰ < t۱ < ... < tN = T نقاط برای •

هستند. مستقل W (t۲)−W (t۱),W (t۳)−W (t۲), ...,W (tN+۱)−W (tN)

گوییم. استاندارد را وینر فرآیند آنگاه است W (t۰) = ۰ یک احتمال با اگر •

پردازیم: می وینر فرآیند مورد در نکته چند به درادامه

وینر فرآیند تصادفی۲ . ۱ محاسبات
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یعنی اند پیوسته مطمئن تقریباً صورت به وینر فرآیند مسیرهای •

P({t −→ Wtاست ({پیوسته = ۱.

نیست. یکتا شود، می آغاز x نقطه از که وینری فرآیند •

صورت به را Ft فیلتر کاربردی مسائل از بسیاری در •

طبیعی فیلتر را آن و گیرند می نظر در Ft = σ({Ws, s ≤ t})

گویند.

•

E[|Wt −Ws|۴] = ۳|t− s|۲.

.

وینر فرآیند بحث در نکاتی
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t به Wt۱+t, ...,Wtk+t توأم توزیع یعنی است ایستایی وینر فرآیند •

ندارد. بستگی

اند. مستقل ازهم Wt۲ و Wt۱ •

پذیرند. مشتق جا هیچ براونی مسیرهای •

نیستند. تغییرکراندار با کراندار های بازه روی براونی مسیرهای •

متناهی کراندار، بازه هر روی براونی مسیرهای تغییرات مجذور •

است.

.

نکات ادامه
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براونی حرکت از مسیر یک :۳ شکل
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تصادفی انتگرال ۲ . ۲

پردازیم می تر کامل صورت به و آغازین مطالب در شده مطرح سؤال به اکنون

دارید؟ ذیل انتگرال از تعبیری .چه
∫ t

t۰
g(ω, s) dBs(ω),

فوق انتگرال وینر، فرآیند های ویژگی نظرگرفتن در با ژاپنی دان ریاضی ”ایتو”

را انتگرال ابتدا در وی کرد. تعبیر دارد، شهرت او خود نام به که تعریفی با را

داد. تعمیم تر وسیع های دسته به آنرا سپس و نمود تعریف مقداماتی توابع برای

۲ . ۲ انتگرال محاسباتتصادفی تصادفی

محاسبات تصادفی Stochastic Computations
۱۷ از
۶۰

یک مثال کاربردی

تصادفی.. حسابان

معادله دیفرانسیل
تصادفی

گسسته سازی

روش های مرتبه بالا

مونت کارلو
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هرگاه گوییم مقدماتی را ϕ : [۰,∞)× Ω −→ R تابع

ϕ(s, ω) =
∑
j≥۰

ej(ω)χ[tj ,tj+۱](s),

ej(ω) است. [t۰, t] ی بازه از افرازی {t۰ < ... < tN = t} درآن که

مولد با طبیعی فیلتر Ftj و مشخصه تابع χ . است پذیر Ftj-اندازه ،

کنیم: می تعریف است. وینر فرآیند
∫ t

t۰
ϕ(s, ω) dBs(ω) =

∑
j≥۰

ej(ω)(B(tj+۱)−B(tj))

.

تعریف

تصادفی انتگرال تصادفی۲ . ۲ محاسبات
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که: طوری به است g : [۰,∞)× Ω −→ R توابع شامل Υ فضای

است. پذیر β-اندازه ×F تابعی ،(s, ω) −→ g(s, ω) •

پذیراست. اندازه -Fs ،g(s, ω) •

.E[
∫ t

t۰ g(s, ω)
۲ ds] <∞ •

ی دنباله g ∈ Υ تابع هر برای آنگاه

ϕn(s, ω) =

N−۱∑
j=۰

g(tj, ω)χ[tj ,tj+۱](s), t۰ ≤ s ≤ t

شود. می تعریف

.

تعریف
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..

داد نشان توان می

lim
n−→∞

E
(∫ t

t۰
|ϕn(s, ω)− g(s, ω)|۲ ds

)
= ۰.

کنیم می تعریف آنگاه
∫ t

t۰
g(ω, s) dBs(ω) = lim

n−→∞

∫ t

t۰
ϕn(s, ω) dBs(ω),

.L۲ در

.
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..

داریم: استاندارد وینر فرآیند برای

∫ t

۰
B(s) dBs =

Bt
۲

۲ − t

۲,

(تمرین)

.

مثال

چیست؟.. ایتو و ریمان انتگرال ی عمده .تفاوت
سؤال
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است. خطی عملگر یک ایتو تصادفی انتگرال •

.E(
∫ t

t۰ g(s, ω) dW (s)) = ۰ •

پذیراست. -اندازه FT ،
∫ T

t۰ g(s, ω) dW (s) انتگرال •

مارتینگل {Ft}{t≥t۰} فیلتر به نسبت X(t) تصادفی فرآیند گوییم •

و باشد پذیر -اندازه Ft فرآیندی t هر برای X(t) هرگاه است

تقریباً E(X(t)|Fs) = X(s) ،s ≤ t برای همچنین .E|Xt| < ∞

مطمئن.

.

نکته چند

تصادفی انتگرال تصادفی۲ . ۲ محاسبات
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داریم: g ∈ Υ تابع هر برای : ایتو ایزومتری •

E[

∫ t

t۰
g(X(s)) dW (s)]۲ =

∫ t

t۰
E|g(X(s)|۲ ds.

به نسبت
∫ t

t۰ g(s, , ω) dW (s) تصادفی انتگرال ،g ∈ Υ هر برای •

همچنین و است مارتینگل Ft طبیعی فیلتر

P
(

sup
t۰≤t≤T

|
∫ T

t۰
g(s, ω) ds| ≥ λ

)
≤ ۱

λ۲E[
∫ T

t۰
g(s, ω)۲ ds]

.

نکات ادامه

است... مارتینگل Ft طبیعی فیلتر به نسبت Wt وینر فرآیند دهید .نشان
سؤال
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کارلو مونت



.

.

۲۴

تصادفی.. دیفرانسیل معادله ۳

تصادفی دیفرانسیل تصادفیمعادله محاسبات

Stochastic Computations تصادفی ۶۰محاسبات از ۲۴

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل.. معادله
تصادفی

سازی گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۲۵

تصادفی دیفرانسیل معادله

دیفرانسیل معادله یک (Ω,F , {Ft}t≥t۰,P) کامل احتمال فضای تحت

شود: می تعریف ذیل صورت به تصادفی
dX(t) = a(t,X(t)) dt + b(t,X(t)) dW (t), [t۰, T ]

X(t۰) = X۰.

(۲)

تصادفی دیفرانسیل تصادفیمعادله محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۲۵
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل.. معادله
تصادفی

سازی گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.

۲۶

..

پخش و رانش ترتیب به پذیرند، اندازه برل توابعی که را a, b •

گوییم باشد، نداشته بستگی X(t) به پخش ضریب اگر گوییم.

نوع از معادله صورت غیراین در است جمعی نویز دارای معادله

است. ضربی

را معادله باشد نداشته بستگی زمان به پخش و رانش ضریب اگر •

گوییم. گردان خود

شود: می گرفته نظر در انتگرالی فرم به معادله موارد، بسیاری در •

X(t) =
∫ t

t۰ a(s,X(s)) ds +
∫ t

t۰ b(s,X(s)) dW (s).

.

چندنکته

تصادفی دیفرانسیل تصادفیمعادله محاسبات

Stochastic Computations تصادفی ۶۰محاسبات از ۲۶

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل.. معادله
تصادفی

سازی گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.

۲۷

..

فرآیند (Ω,F , {Ft}t≥t۰,P) ی شده فیلتر کامل احتمال فضای تحت

گوییم (۲) تصادفی دیفرانسیل معادله قوی جواب را X(t) تصادفی

هرگاه

کند. صدق دیفرانسیل معادله در یک احتمال با X(t) •

پذیراست. اندازه -Ft ،X(t) یعنی ،X(t) ∈ Ft •

X(t, .) ،t هر ازای به یعنی اند. پیوسته X ای نمونه مسیرهای •

است. پیوسته ∫تابعی t

۰ |a(X(s))| + b(X(s))۲ ds <∞ P − a.s •

.

قوی جواب

معادله دیفرانسیل محاسباتتصادفی تصادفی

محاسبات تصادفی Stochastic Computations۲۷ از ۶۰

یک مثال کاربردی

حسابان تصادفی

دیفرانسیل.. معادله
تصادفی

گسسته سازی

روش های مرتبه بالا

مونت کارلو



.

.

۲۸

..

و باشد (۲) معادله از دیگری جواب Y اگر

P
(
{X(t) = Y (t) t ∈ [t۰,∞)}

)
= ۱,

یکتاست. مجزا معنی به X جواب آنگاه

.

قوی یکتایی

..

سراسری شیتس لیپ شرط در a, b پخش و رانش توابع کنید فرض

ٍE|X۰|p <∞ اگر همچنین باشند، خطی رشد دارای و کنند صدق

قوی جواب دارای تصادفی دیفرانسیل معادله آنگاه ،p ≥ ۱ برای

یکتاست. مجزا معنای به که است

.

یکتایی و وجود

تصادفی دیفرانسیل تصادفیمعادله محاسبات

Stochastic Computations تصادفی ۶۰محاسبات از ۲۸

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.

۲۹

سازی.. گسسته ۴

سازی تصادفیگسسته محاسبات

Stochastic Computations تصادفی ۶۰محاسبات از ۲۹

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۳۰

های مجموعه از بایستی تقریبی، طرح هر ساختن برای عملی صورت به

پیوسته حالت به را بحث توان می اگرچه شویم! محدود متناهی به نامتناهی

افراز منظور بدین است. سازی گسسته ها روش این از یکی داد. تعمیم

گیریم. می درنظر را [t۰, T ] بازه از {t۰ < t۱ < ... < tN = T} سازی گسسته

کنیم: می معرفی خاص طور به را طرح دو

سازی تصادفیگسسته محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۳۰
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.

۳۱

..

با X̃n+۱ = X̃n +
(
θa(X̃n) + (۱− θ)a(X̃n+۱)

)
hn + b(X̃n)∆Wn .

خاص حالت در ∆Wn = Wn+۱ −Wn, hn = tn+۱ − tn ،X̃۱ = X۰

داشت. خواهیم را اویلرماریاما معروف طرح θ = ۱

.

اویلرماریامایا تتا

..X̃n+۱ = X̃n + a(X̃n)hn + b(X̃n)∆Wn

+۱
۲b(X̃n) ∗ b

′
(X̃n)((∆Wn)

۲ − hn)

.
.

میلشتاین

سازی تصادفیگسسته محاسبات

Stochastic Computations تصادفی ۶۰محاسبات از ۳۱

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.

۳۲

درآن که (۱) معادله برای دقیق و تقریبی های جواب از مسیر یک :۴ شکل

است. St = S۰exp
(
(µ− σ۲

۲ )(t− t۰) + σ(Bt−B۰)
)
صورت به دقیق جواب

.µ = ۰٫۵, σ = ۰٫۵ همچنین

سازی تصادفیگسسته محاسبات

Stochastic Computations تصادفی ۶۰محاسبات از ۳۲

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.

۳۳

برچیست؟.. مبتنی عددی های روش ی .پیشینه

سؤال

سازی تصادفیگسسته محاسبات

Stochastic Computations تصادفی ۶۰محاسبات از ۳۳

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۳۴

..

داریم: U ∈ C۱,۲([t۰, T ]×R) تابع هر برای

dU(t,X(t)) =
(
∂U
∂t (t,X(t)) + a∂U

∂x (t,X(t)) +

۱
۲b

۲∂۲U
∂x۲ (t,X(t))

)
dt +

(
b ∂U

∂x (t,X(t))
)
dW (t)

.

ایتو فرمول

..

آورید. بدست ایتو فرمول از استفاده با را
∫ t

t۰ W (s) dW (s) انتگرال

ایتو فرمول از استفاده با همچنین ( Ut = (Xt)
۲ قراردهید (راهنمایی:

قراردهید ) آورید. بدست را (۱) تصادفی دیفرانسیل معادله جواب

( Ut = ln(Xt)

.

سؤال

سازی تصادفیگسسته محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۳۴
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۳۵

ایتو-تیلر بسط ۱ . ۴

..

باشد پذیر مشتق پیوسته طور به دوبار f : R→ R اگر خاص حالت در

است: ذیل فرم به ایتو فرمول آنگاه

dfs = L۰fsds + L۱fsdW (s),

درآن که

L۰ = a
∂

∂x
+

۱
۲b

۲ ∂۲

∂x۲
, L۱ = b

∂

∂x
.

.

اتیو-تیلر بسط

ایتو-تیلر بسط تصادفی۴ . ۱ محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۳۵
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۳۶

نوشت: توان می بنابراین

f (Xt) =

∫ t

t۰
L۰f (Xs) ds +

∫ t

t۰
L۱f (Xs) dW (s).

بسط ینکه منظورا به گردیم. بازمی (۲) تصادفی دیفرانسیل معادله به اکنون

نویسیم: می انتگرالی فرم به را دیفرانسیل معادله کنیم، اعمال را تیلر ایتو

X(t) = X۰ +

∫ t

t۰
a(X(s)) ds +

∫ t

t۰
b(X(s)) dW (s). (۳)

طور به دوبار اینکه فرض با b و a پخش و رانش ضرایب برای را ایتو فرمول

بریم: می بکار باشند پذیر مشتق پیوسته

ایتو-تیلر بسط تصادفی۴ . ۱ محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۳۶
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۳۷

..

X(t) = X۰ +
∫ t

t۰

[
a(X(t۰))︸ ︷︷ ︸

۱

+
∫ s

t۰ L
۰(a(X(u))) du

+
∫ s

t۰ L
۱(a(X(u))) dW (u)

]
ds +

∫ t

t۰

[
b(X(t۰))︸ ︷︷ ︸

۲
+
∫ s

t۰ L
۰(b(X(u))) du + L۱(b(X(u))) dW (u)

]
dW (s)︸ ︷︷ ︸

۳

.

.

ایتو-تیلر

طرح ۲ و ۱ جملات که دریافت توان می براحتی فوق بسط روی دقت با

را میشتاین طرح ۳ و ۲ ۱و جملات همچنین دهند. می تشکیل را اویلرماریاما

داد ادامه f = L۱a یا f = L۰a برای را ایتو فرمول توان می اکنون سازند. می

تصادفی های انتگرال وجود چه اگر کرد. استخراج دیگری های روش و

را انگیزه گردد، می اینچنینی های روش شدن پیچیده به منجر که چندگانه

کند. می فراهم تصادفی کوتای رانگه چون هایی روش ایجاد برای

۱ . ۴ بسط محاسباتایتو-تیلر تصادفی

محاسبات تصادفی Stochastic Computations
۳۷ از
۶۰

یک مثال کاربردی

حسابان تصادفی

معادله دیفرانسیل
تصادفی

سازی.. گسسته

روش های مرتبه بالا

مونت کارلو



.

.
۳۸

..
رسانند؟ می مقصود منزل سر به را ما ها تقریب این آیا

دقیق های جواب معرف میزان چه به تقریبی های جواب این عبارتی به

کدامند؟ لازم ابزارهای هستند؟

.

سؤال

ایتو-تیلر بسط تصادفی۴ . ۱ محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۳۸
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۳۹

همگرایی ۲ . ۴

همگرایی تصادفی، طرح هر در عددی مقادیر بودن تصادفی ماهیت به توجه با

شود: گرفته بکار تواند می ذیل دسته ۴ بر

Lp معنی به X به {X̃n}n≥۰ تصادفی متغیرهای ی دنباله : Lp همگرایی •

هرگاه همگراست ،p ≥ ۱ ،

lim
n→∞

E|X̃n −X|p = ۰.

به X به {X̃n}n≥۰ تصادفی متغیرهای ی دنباله : احتمال در همگرایی •

ε > ۰ هر ازای به هرگاه همگراست احتمال در معنی

lim
n→∞

P{|X̃n −X| > ε} = ۰.

همگرایی تصادفی۴ . ۲ محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۳۹
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۴۰

معنی به X به {X̃n}n≥۰ تصادفی متغیرهای ی دنباله : مسیری همگرایی •

هرگاه همگراست مسیری

P
(
{ lim
n→∞

X̃n = X}
)
= ۱.

معنی به X به {X̃n}n≥۰ تصادفی متغیرهای ی دنباله : ضعیف همگرایی •

داشته f هموار کافی اندازه به تابع هر ازای به هرگاه همگراست ضعیف

باشیم:

lim
n→∞
|E(f (X̃n))− E(f (X))| = ۰.

۲ . ۴ محاسباتهمگرایی تصادفی

محاسبات تصادفی Stochastic Computations
۴۰ از
۶۰

یک مثال کاربردی

حسابان تصادفی

معادله دیفرانسیل
تصادفی

سازی.. گسسته

روش های مرتبه بالا

مونت کارلو



.

.
۴۱

..

مربع میانگین معنی به k همگرایی نرخ با X به X̃ عددی طرح گوییم

طوری به باشند داشته وجود δ و C مثبت های ثابت هرگاه همگراست

که

E
(

sup
n=۱,...,N

|X̃n −X(tn)|۲
)۱

۲
< C hk,

.h ∈ (۰, δ) و h = max(ti+۱ − ti) درآن که

.

همگرایی نرخ

روش.. و ۱
۲ مقدار اویلرماریاما تتا روش مربع میانگین همگرایی نرخ

است. ۱ مقدار میلشتاین

.

مثال

همگرایی تصادفی۴ . ۲ محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۴۱
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۴۲

تصادفی متغیرهای ۳ . ۴

نموهای بتوان بایستی تصادفی، تقریبی طرح یک داشتن برای که است واضح

میانگین با نرمال توزیع براونی نموهای شد ذکر که همانطور کرد. تولید را براونی

عددی بخش در نرمال متغیرهای تولید بنابراین دارند. گام طول واریانس و ۰

توزیع بر مبتنی توزیع این تولید برای روش دو اکنون است. مهم تصادفی

توزیع با متغیرهای تولید برای که است ذکر قابل کنیم. می ارائه یکنواخت

چون هایی روش از توان می یکنواخت،

LCG (Liner Congruential Generators)

برد. بهره ها

۳ . ۴ متغیرهای محاسباتتصادفی تصادفی

محاسبات تصادفی Stochastic Computations
۴۲ از
۶۰

یک مثال کاربردی

حسابان تصادفی

معادله دیفرانسیل
تصادفی

سازی.. گسسته

روش های مرتبه بالا

مونت کارلو



.

.
۴۳

..

تولید U(۰,۱) یکنواخت توزیع با U۱, U۲ تصادفی متغیر دو ابتدا •

کنید.

دهید قرار •

V = ۲πU۲, R = −۲log(U۱)

دهید قرار •

Z۱ =
√
Rcos(V ), Z۲ =

√
Rsin(V )

دارند. دومتغیره نرمال توزیع توأم صورت به متغیر دو این

.

باکس-مولر روش

تصادفی متغیرهای تصادفی۴ . ۳ محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۴۳
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی.. گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۴۴

..

به باکس-مولر روش مثلثاتی، توابع محاسبات از اجتناب منظور به

شود: می اصلاح ذیل صورت

قرار کنید. تولید را U(۰,۱) یکنواخت توزیع با U۱, U۲ متغیرهای •

X = U۱
۲+U۲

۲ و U۲ ←− ۲∗U۲−۱ ،U۱ ←− ۲∗U۱−۱ دهید

تولید U(۰,۱) یکنواخت توزیع با را U۱, U۲ ،X > ۱ که تازمانی •

و U۲ ←− ۲ ∗ U۲ − ۱ ،U۱ ←− ۲ ∗ U۱ − ۱ دهید قرار و کنید

.X = U۱
۲ + U۲

۲

.Y =
√
−۲log(X)/X با Z۱ = U۱Y, Z۲ = U۲Y دهید: قرار •

.

مارساگلیا-بری روش
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بالا مرتبه های روش ۵

بالا مرتبه های تصادفیروش محاسبات
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ایتو-تیلر بسط بر مبتنی هایی طرح بالا، دقت با های روش آوردن بدست برای

بالا ابعاد در کلی حالت در که شود می ارائه مباحثی ادامه، در گردد. می ارائه

می ادامه بعدی تک حالت در را بحث همچنان سادگی برای شود. می تعریف

دهیم.

..
گوییم. چنداندیس یک ،ji ∈ {۰,۱} آن در که را α = (j۱, ..., jr)

n(α) و l(α) = r ،α− = (j۱, ..., jr−۱) ،−α = (j۲, ..., jr) همچنین

است. α صفرهای تعداد با برابر

.

تعریف

بالا مرتبه های تصادفیروش محاسبات
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..

دهیم: می قرار ذیل مجموعه در را ها اندیسی چند همه

M = {α = (j۱, ..., jr), ji ∈ {۰,۱}, i = ۱, ..., r, r ≥ ۱} ∪ {υ}

سلسله را A ⊂ M است. صفر طول با چنداندیسی یک υ آن در که

هرگاه گوییم مراتبی

A ̸= ∅ •

α ∈ A =⇒ −α ∈ A •

supα∈A l(α) <∞ •

.

تعریف ادامه
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است؟.. مراتبی سلسله ذیل، های مجموعه از یک کدام

∅, {(۰)}, {v, (۱)}, {v, (۰), (۰,۱)}, {v, (۰), (۱), (۰,۱)}
.

سؤال

..

مجموعه دهید نشان

Λk = {α ∈M, l(α)+n(α) ≤ ۲k or l(α) = n(α) = k+
۱
۲}

است. مراتبی سلسله k ∈ {۱۲,۱, ۳۲, ...} مقادیر برای

.

سؤال

روش های مرتبه محاسباتبالا تصادفی
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..

کنیم: می تعریف ،h = l(α) + n(α) با f ∈ Ch(R,R) تابع هر برای

fα =


f : r = ۰

Lj۱f−α : l ≥ ۱

t ∈ [t۰, T ] برای و

Iα[f (.)]t۰,t =



f (t), r = ۰

∫ t

t۰ Iα−[f (.)]t۰,s ds : r ≥ ۱, jr = ۰

∫ t

t۰ Iα−[f (.)]t۰,s dW (s) : r ≥ ۱, jr = ۱

.

تعریف ادامه
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..

دارای و پیوسته راست از پذیر اندازه تصادفی فرآیندهای مجموعه

ذیل دسته ۴ فرآیندهایی، چنین مجموعه از نظربگیرید. در را حدچپ

گیریم: می نظر در را

با و t۰ < s < T هر ازای به |f (s, ω)| <∞ با توابعی شامل Hυ •

یک. احتمال

یک. احتمال با و
∫ t

t۰ |f (s, ω)| ds <∞ با توابعی شامل H(۰) •

یک. احتمال با
∫ t

t۰ |f (s, ω)|
۲ ds <∞ با توابعی شامل H(۱) •

با Iα−[f (.)]t۰,. ∈ H(jl) اگر f ∈ H(α) ،α = (j۱, ..., jl) برای •

.l ≥ ۲

.

تعریف ادامه
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..

ذیل صورت به Λk مجموعه با متناظر ایتو-تیلر بسط داد نشان توان می

است:

f (X(t)) =
∑
α∈Λk

Iα[fα(X(t۰))]t۰,t +
∑

α∈B(Λk)

Iα[fα(X(t۰))]t۰,t

و t ∈ [t۰, T ] با

B(Λk) = {α ∈M\Λk sth −α ∈ Λk}.

.

k همگرایی مرتبه با قوی طرح

بالا مرتبه های تصادفیروش محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۵۱
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی گسسته

بالا.. مرتبه های روش

کارلو مونت



.

.
۵۲

..

هر برای همچنین .f (X(t۰)) ∈ Hα ،α ∈ Λk هر برای کنید فرض

و f (X(.)) ∈ Hα ،α ∈ B(Λk)

sup
t۰≤t≤T

E
(
|fα(t,X(t))|۲

)
< C(α).

طرح t ∈ [t۰, T ] هر برای آنگاه

X̃k(t) =
∑
α∈Λk

Iα[fα(X(t۰))]t۰,t,

نرخ با و مربع میانگین معنی به گویند نیز بریده ایتو-تیلر بسط آنرا که

همگراست. دقیق جواب به k همگرایی

.

گزاره

بالا مرتبه های تصادفیروش محاسبات
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بیابید... را X̃k ، f = x و k = ۱,۲,۳ .برای
سؤال

بالا مرتبه های تصادفیروش محاسبات
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کارلو.. مونت ۶

کارلو تصادفیمونت محاسبات
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کارلو مونت

آغازین سؤال به تصادفی دیفرانسیل معادله یک جواب تقریب با آشنایی از پس

می پیشنهاد اینجا در که روشی گردیم. می باز اختیار قیمت تقریب با ارتباط در

تصادفی فرآیندهای مسیرهای سازی شبیه بر مبتنی که کارلوست مونت شود،

شود می تقریب دارایی دینامیک از ای نمونه مسیر M روش این در است.

نهایی، پرداخت تابع اعمال با سپس و است میسر شده معرفی های باروش که

کند: می فراهم را مطلوب آمده بدست مقادیر ی همه روی میانگین

کارلو تصادفیمونت محاسبات
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کنید. جایگزین r ریسک بدون بهره نرخ با را µ •

را S̃T

i دردسترس، عددی ازروش استفاده با i = ۱, ...,M برای •

ای نقطه N سازی گسسته طرح یک از است ممکن بزنید. تقریب

کنید. استفاده

کنید. رامحاسبه Ci = f (S̃T

i
) مقدار ،i = ۱, ...,M برای •

دهید: قرار •

Ṽ ≃ ۱
M

M∑
i=۱

Ci.

.

کارلو مونت الگوریتم

کارلو تصادفیمونت محاسبات
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عددی پایداری •

استراتونویچ حسابان •

سخت) ضمنی(مسائل های روش •

ضعیف شرایط با تصادفی معادلات •

تصادفی متغیرهای تولید در بیشتر مباحث •

ریسک مدیریت در تصادفی محاسبات نقش •

ضعیف همگرایی تحت های روش •

.

آتی های برنامه

کارلو تصادفیمونت محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۵۷
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو.. مونت



.

.
58

مراجع
[1] Peter. E. Kloeden and Eckhard. Platen, Numerical Solution

of Stochastic Differential Equations, Springer-Verlag, Berlin,

1992.

[2] Paul Glasserman, Monte Carlo Methods in Financial Engineer-

ing, Vol. 53. Springer Science and Business Media, 2003.

[3] Bernt Oksendal, Stochastic Differential Equations: An intro-

duction with Applications, Springer Science and Business Me-

dia, 2013.

������������ ������

������� ������ Stochastic Computations
58 ��
60

�� ���� �������

������ ������

������ ��������� ������

����� ����

��� ��� ����� ����

..����� ����



.

.
۵۹

[4] Xuerong Mao, Stochastic Differential Equations and Applica-

tions, Horwood, second ed. Elsevier 2007.

تصادفیمراجع محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۵۹
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو.. مونت



.

.
۶۰

ملاقات.. دلیل به مگر کرد نخواهید تغییری هیچ شما آینده سال ۵ طی

جونز) (چارلز کنید. می مطالعه که هایی کتاب و خاص افرادی با

.

شما توجه از تشکر با

تصادفیمراجع محاسبات

Stochastic Computations تصادفی محاسبات
از ۶۰
۶۰

کاربردی مثال یک

تصادفی حسابان

دیفرانسیل معادله
تصادفی

سازی گسسته

بالا مرتبه های روش

کارلو.. مونت


	یک مثال کاربردی
	حسابان تصادفی
	فرآیند وینر
	انتگرال تصادفی

	معادله دیفرانسیل تصادفی
	گسسته سازی
	بسط ایتو-تیلر
	همگرایی
	متغیرهای تصادفی

	روش های مرتبه بالا
	مونت کارلو

